Semi-groupes d'entiers et application aux branches  by Bertin, J & Carbonne, P
JOURNAL OF ALGEBRA 49, 81-95 (1977) 
emi-Groupes d’Entiers et ~pplica~~~~ a 
J. BERTIN 
UER de Mathekatiques, Universitk Paul Sabatier, 
118, route de Narbonne, 31077, Toulouse, Cedex, France 
AND 
P. CARB~NNE 
UER de MathLmatiques, Universite’ Toulouse-le-l&rail, 
109 his, rue Vauquelin, 31081, Toulouse, Ceder 
Communicated by D. Buchsbaum 
Received April 13, 1976 
INTRODUCTION 
Une formule bien connue de la geometric italienne exprime l’exposant du 
conducteur de l’anneau local d’une branche plane en fonction des coefficients 
caracteristiques de Puiseux de cette branche [1, 21 (voir Section V). 
Pour un semi-groupe quelconque, cette formule conduit 5 un majorant du 
conducteur de ce semi-groupe (Section I). 
Dans la Section II on caracterise les semi-groupes avant un conductem 
maximum. On introduit la notion de semi-groupe li 
Comme application on donne une demonstration d’une propriete im~orta~te 
du semi-groupe d’une branche plane: a savoir qu’il est like et compktement 
determine par les coefficients de Puiseux (Section III). 
Enfin (Section IV) on donne les equations des courbes monomiales assoeiees 
aux semi-groups libres. La notion de courbe monomiale apparait dans [6, 12, 131. 
1. SEMI-GROUPES D’ENTIERS NATURELS 
1,l. Un semi-groupe d’entiers naturels est un sous-ensemble F de 
stable par addition, contenant 0, engendrant Z comme groupe. 
engendre Z, il existe 01 et fi dans r, premiers entre eux. It en rCsu1 
un seuil C (i.e.: un entier tel que C - 1 6 F et C + 12 E T po 
En effet, 5n verifie facilement que (a - 1)(/3 - 1) est le seu 
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Comme CUN -I- /IN C r, C existe ct est infkrieur B (IX - 1)(/3 - 1). Un +&me 
de ghhteurs de Test un ensemble fini d’cntiers, {pO ,..., F,J tel que: 
i-U 
Un tel systkme est dit minimal si: 
On dkmontre aiskment l’existcnee et I’unicitC d’un tel systhme minimal de 
ghCrateurs pour tout semi-groupe T’. DC fayon prkise, & cst le plus petit 
tlkment non nul de r et & 
C’,It &N, pour j 3 1. 1, 
cst le plus petit ClCment de r qui n’est pas dans 
existence du seuil assure la finitudc de I’ensemblc 
des flj . 
Les entiers & (i .y 0 ,..., g) et ni (; = I,,.., g) sont dkfinis par les formules de 
rkurrence: 
i’n = p” I L’i = (ej-, ( /i&3,) pour 1 <j<g 
et: fij = B,. l/ej pour 1 <j <g. 
I1 est clair que: L’~ -: 1 et done ii,l = ii,-, . La suite tij est dkroissante, en ghkal 
non strictement. 
1.2. On posera p(j) -= fliiF+j; i -2 0, I ,..., .g -j et P - x:-f, bJ/?1j’. 
Ceci pour j == O,..., g - 1. Si {pi> est minimal, {/I:)] cst minimal pour F(j). 
Dans la suite, tcs syst&mcs de gCnCrateurs cront minimaux. 
On notcra C (rcsp. C ) le scuil de r(rcsp. de T(j)) j = I,..., 8 - 1. On note: 
Pour tout semi-groupe F on posera: 
C” = i (fig-.- I) ;-(fl()- I) 
&.I 
si g = 2, on a C = C”. 
I,a relation suivante est claire: 
1.3, C” pi<, - I)& -.- 1) -: fi,c’*. 
‘~‘H8ORhIE. Pour un semi-groupe I’ on a: 
c < (PI” - I)@$ - 1) !- ?z@ *C’. 
Si C* 6 ?i$~ on a une kgalitt. 
(i-4) 
~OROLLAIRE. Pour tout semi-groupe, 
c < C”. 
~~eu~e* Par rkurrence sur g, vu que C = 6” si g = 2. 
De m&me an a: 
H Un semi-groupe T est symhique [6] si: 
#({O,..., c - 1) n T) = C/2. 
(1.5) 
.F est fartement symktrique si T(j) est symCtrique pour j = 0, 1 ‘m* g -- 2 
(I’@) = T). W-1) est symhtrique car de la forme 0: 
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Soit R un anneau local complet, integre, de dimension 1, ayant un corps 
rcsiduel /z algebriquement ~10s. Soit !JJI son ideal maximal; S sa cloture integrale, 
F le conducteur de R dans S. S est un R-module de type fini et un anneau de 
valuation discrete. Soit w la valuation correspondante et r Ic semi-groupe v(R”). 
Nous avons alors: 
F = {u E S 1 v(u) > c}, c = seuil de I: 
D’aprb [5,6], il y a equivalence entre: 
(1) R est de Gorenstein (dim Ext,’ (k, R) = 1); 
(2) c = lR(S/F) = 21,(S/R) (CgalitC de Gorcnstein-Apery); 
(3) r est symetrique; 
(4) v(‘rn-1) = {c - I} u r. 
Dans le theorcme suivant, r cst un semi-groupe. 
1.8. TH~OR~ME. (1) Si r et T’ sent symthiques, l’in&galite’ 1.4 est une Cgalite’ 
si et seulement si: 
(2) Si f& E r’ et si r est sytitrique, alors r’ est symhique et 1.4 est une 
t?galitL 
(3) Si r’ est sym&ique et si I .4 est une Lgalitk alors j$ E r’. 
Prmcve de 1, Pour simplifier, nous poserons cUi = /?!I), i = O,..., g - 1. 
Considerons I’anneau local R de la branche de representation parametrique 
xi -= tB*, i = O,..., g. 
A = k[[&..., tsc]] (R = un corps algebriquement clos de caracteristique zero). 
r &ant symetrique, R est de gorenstein et: 
c = 21,(SjR) = 2 dim, Wtll 
k[[c%,..., xjj- - 
Posons R’ :: k[[t”g, .@u]]. Rl est I’anneau local de la branche plane x = tfio, 
y = tBg; done 
2 dim,(S/R’) = (ti, - I)(/?, -- 1). 
r’ Ctant symetriquc: 
#(N - T’) = L/2. 
S&en;: pl < pz < ..’ < f+ri2 les elements de - r’. Lea P, j = I,..., a7’j2 
forment une base du k-espace vectoriel 
kUt31 
k[[t”o,..., t%-T ’ 
danc ies taupe forment une base de 
et chaque serie ti(tfig) s’exprime module k[[&,.. . , tPp-i]] comme une co~bin~~s~~ 
lineaire a coefficients dans k des tsoUj, j := I,..., ~‘12; on en con&t que (t@g@~‘j), 
i = cl,..., Eg - 1,j = l,..., c’j2 est un systeme de generateurs de E/R. 
Ceci joint B c = (F& - l)(& - 1) + 2 dim,(R1/R), montre que I’egalite dans 
I.4 Cquivaut B dire que le systeme precedent est une base de 
II est facile de voir que c’est equivalent 8: pour tout j, . PO f 02 
qui est fa condition annoncee. 
PrcnLve de 2. Xotons d’ = #(N - P). AIors on a: 
Comme dans la preuve de 1 les tis~“~+ (pour i = O,..., ~~-r; j = 4:..., 8) 
forment un sysdme de generateurs de RI/R qui est ici une base comme & E F’. 
D’oh: 
Par comparaison avec l’inegalite 1.4 on en dtduit que: 2d’ = C’ et que (1.4) 
est une egdite. 2d’ = c’ exprime la symetrie de F’. 
Done: c - 1 E I”, ce qui est absurde. 
&&argues, (1) Le fait que &6,) soi minimal ne joue pas un role essentiel t 
dans la theorie. Four un sysdme de .generateurs f&>j=O,...,g quelconque, on 
pose: c” = -& (fi$ - 1) t$ - (/3* - 1). 
11. est clair que 2 ne depend pas du systeme de generateurs. On a c” = c** 
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(2) Dans le m&me ordre d’idhes que 1.8, on peut dkmontrer la propriM 
suivante, qui ne sera pas utilisCe dans la suite: 
Si T’ est symktrique et si 1.4 est une CgalitC alors F est symktrique. 
2. DANS CE PARAGRAPHE ON INTRODUIT LA NOTION DE SEMI-GROUPE LIBRE 
On donne une caractkrisation simple; ce sont les semi-groupes ayant un c 
maximum. Ceci amkliore notre rCsultat de [7.b]. 
Etant don&. un semi-groupe r. De systkme de gCnCrateurs p0 ,..., /?g (minimal 
ou pas), on se propose de savoir si un ClCment f de T admet une dkomposition 
du type: 
2.1, t = Cfj=& tjpj avec (j < F$ pourj = l,...,g. 
11 est clair qu’une telle hcriture, si elle existe est unique. ConsidCrons la 
condition suivante: 
(# #)fp. E rU+l) 
9 3 , j = O,..., g - 2. 
Cette condition s’exprime aussi par: 
j-1 
FC.jpj E C p,N pour j= 1 Bg. 
i=O 
LEMME. Pour que tout f E r admette une hitwe 2.1, il faut et il sufit que la 
condition (# #) soit v&$&e. 
Preuve. On pro&de par rkurrence sur g, vu le caractke inductif de (# #). 
(# #) est nkcessaire car si: fig/& = Cieo NjiSj , N, < 5 alors: N, = 0. 
En divisant par +ig = cgig--l on a: 
9-l 
,& = C Nj@). 
j=O 
(# #) est suffisante. 11 suffit de prendre le plus petit 6lCment 6 de r ne vhrifiant 
pas 2.1. Comme on pro&de par rhcurrence, f = tig/$ , done (# #) donne une 
contradiction. 
2.2. DEFINITION. Nous dirons qu’un semi-groupe r est libre, s’il vkrifie la 
condition (# #) (2.1) c’est-&-dire (ce qui justifie la terminologie: tout ClCment E 
de T admet une kriture (alors unique): 
avec tj < fij pour j = l,..., g. 
{/?$} 6tant le systkme de gCnCrateurs minimal de r. 
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(ii) c = c* (Le., c est m~~m~m). 
Preuve. (i) + (ii). On demontre que I’ est symetrique et que c = c*. T 
symetrique + R est de Gorenstein 55 v(%F) = {c - I> w I’. Cette derniere 
condition se traduit par: 
.-@jEr pour: j=O,...,getat4%jv=c-a. *’ t;” 
V&ifons(*). §oit5EN-ret5:-i-~~BjE,)P(j==0,1,...,g. a done une 
bcriture (unique): f + rB, = C%, [& , tj < 5 Si j 3 1. On d done avoir: 
f. = 0 car 5 $ F. 
§oitj >, 1, on a: 6 + pj = CT,, h& , Xi < %; pour k 3 I, avec: Xi = 
t+13,+pj=&~~+~- ~(~j+l)~j+-t”+~*~~TB~sx*+l)~~+‘*’ 
On ne pent avoir: t$ + 1 < itj (unicite de l’ecriture), du fait que A, = 0. Par 
suite: Ei + 1 = B$ et: & = 5 - 1 (pourj 3 1). Done: 
c--E=c*-1 et c = c* 
. L’CgalitC C = C* donne: TT&“* < E&Y’, soit C’* < C’ d’oti C’ = et* 
(4.5): on a done l’egalite C = (F&, - I)&, - 1) + #&“. 
. Par recurrence montante, on peut supposer que r’ est Iibre, done syme- 
trique-voir (i) => (ii). I1 en r&s&e d’apres (1.X.3) qu.e pB E r’. F’ &ant libre ted 
exprime que F est Iibre (condition (# #))~ 
2.4. Remarqae. L’hypothese I’ fortement symetrique don&e dans [7.b] est 
done inutile. La definition de libre (# #) Ctant reeurrente un semi-groupe iibre 
est fortement symetrique. 
X5, L’~mp~~cation (i) * (ii) de (2.3) se trouve dam [12] saris que ie fait 
que c = c* est maximum soit formule. La reciproque semble nouvelle. 
l?ar ailleurs, le minimum our c est pg - ,& -/- 1. L’Ctude des semi-grou 
avec c minimum est dans [13]. 
Le procede suivant va nous permettre de fabr~q~~r des semi- 
grocspes Sibres. 
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Soit une suite deg + 1 entiers naturels: 0 < & < PI < ... < /I?~ , 
ej = (ej-* , Is,>, (j = Lg), e. = PO; 
?Zj = (ej-Jej) (j = l,...,g). 
On suppose que e9 = 1, c’cst-a-dire PO ,..., &) = 1. Onpose/Jo =a,/Tr =& 
et: 
pj = nj. ,pjg,_, - pj-1 f pj , j = 2,..., g. 
Avec les notations precedentes on a: 
Ej _= ej j = O,..., g, 
n, z nj j = l,...,g. 
Posons I’ = ~~,,/&N. En g&-&al le systeme de generateurs {flj} n’est pas 
minimal. Soit (1.3): 
Les relations suivantes sont Cvidentes: 
2.7. 
pj = njel ... n2(n1 - 1) fi1 -!- "* + @j-.1 - 1) fij-1 + Bj 7 
ej+$j z A(eo - e,) + &(e, - e,) + .” + pj-,(ej-f - ej-1) + ej-lpj . 
c designe le seuil du semi-groupc I? 
2.8. PROPOSITION. 
c = c*. 
Preuve. On a c < c* (1.5); il suffit de verifier que: c* < 5 . /$ (1.6), la 
construction precedcnte &ant recurrcnte. 
Un calcul facile donne: 
c* = &(e, 1 - 1) + ... + &(e, - e2) 7 Me0 -- e,) -- (PO -..- 1). 
Si I’on compare avec (2.7) pour j = g, e,-, = n, , on a: 
2.9. Le theoreme (2.3) dit alors que r est libre. 
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3. DAM CE PARACXAPHE h D~SIGSE IX CORPS DES COMPLEXES 
On considere une branche algebroide y, de multiplicitk n, donnCc par sa 
representation parametrique de Puiseux: 
3 .I. 
.y LZ p 
y = a,t* A- -... 
On supposcra que n < m, done x est un parametrc transversal de y ct y -I- 0 
la tangente a y. 
On note {n, /3r ,..., /?,} la suite des exposants caracteristiques de Puiseus de 
Y 11, 31. 
On a done /3r = le plus petit entier tel que aal , 10 et j3, y+ O(n) soit ci -= (n, /?,), 
e, =: plus petit entier tel que aaz :# 0 et & + O(e,), etc., d’oh n >, e, > ..’ ;- 
e A e, =- 1. Soitf(Jc, y) =-: 0 une equation (irreductible) de y. Alors = R = “-.I J 
k[[x, y]]i( f), est l’anneau local de y. Xotons S :-- /z[[L]] la fermeture integrale 
de A et: 
F =: (t”) le conducteur, 
c -= exposant du conducteur. 
Xous noterons r le semi-groupe de y, 1’ -: V(F). Par ana!ogie avec 2.7 on 
pose: flu = n, /3r .= /3r et pour toutj, <j < g: 
Soit J’, = C4=0 Nflj . (Notons que le svsteme dc generateurs @,,8,) de I’;, est 
minimal.) 
3.2. THI?OR~XE. 
Preuce. On represente y par la seric de Puiseux en .Gn: 
y(x’l”) = c cyn. 
,‘@I 
Considerons la serie tronquke a l’ordre fij (j ‘:> 1): 
Yj r n,zcy,3, c:xx” “‘. 
. 1 
y, represcnte uric branche yj de multipliciti: n/ej .r 7: TL, ... nj .r , d’exposants 
caracteristiques /3,/ej-r ,..., pj. Jej ., . Si Q est une racine primitive nieme de i, 
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ofi- 63 primitive n!ej_ 1 i&me ct fj(X, I’) = nl$Ki+~,ej-I (y - yj(wkej-lX1/n)) 
est uric equation de yj . 
Nous allons calcuier l’indice d’intersection (y . yj). (y . yi) = Ir(fj(X, I’)) = 
V(f3(x, y)) E T. Rappelons la formule classique de Noethcr [2, 81, donnant 
I’indice d’interscction dcs dcux branches C et C’ donnecs par: 
c: y($+l”) ziz 1 aj&‘a, 
3>0 
C’: yyxy = c $‘xm’. 
jz0 
Kotons {yJ (resp. {yp}) les series conjugtes de y (resp. y’). Posons: y = sup des 
exposants X tels que: y,, - yp’ =L (*)xr + .-. (*) + 0. Sip+,/n =/3:-,/n’ < y < 
inf@,Jd, 13,‘@‘) [8], on a avec des notations evidentes: 
(C, C’) = Bl(e,’ - ei) -!- ,&(eL - ei) + *es + &-,(e~-, - e&J -k nyei-, . 
Cette formule donne immediatement, pour j > 1: 
D’autre part, pourj = 0, r6, = /Jo = v(x) E I’. Done I’, C l’. 
Notons que les semi-groupes I’, et r sont symetriques, le premier par 2.9, Ie 
second car K est de Gorenstein. Le seuil de To est don& par 2.8: 
Or il est bien connu que cette m&me formulc donne I’exposant du conducteur c 
de y, c’tst-P-dire Ie seuil de r ([I] et appendice Sect. V.) 
On a done (1.7): 
#(N - To) = c/2 = #(N - I’). 
Comme To C r, on a To = T. 
3.3. Remarque. Pour uric demonstration directe de (3.2) voir [9-11-J 
4. DAM CE PAIWGRAPHE KOUS ~kv~~sso~s PLUSIEI;RS R~SCLTATS RELATIFS AUX 
BRANCIIES, SON h+CESSAIREMENT PLAiXES, AYANT IJN SEMI-GROUPE LIBRE 
Les hypotheses sont cellcs du Section 1. R designe l’anneau local d’unc 
branche; T son semi-groupc; (& ,..., 14;) Ic sJ:stPme minimal de genCratcurs de T’. 
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On a done: 18, = n = multiplicitC de R. On suppose que x est UI: paramktre 
transversal de R (i.e., v(x) = n). On note: 
M = {cl = (cl1 )...) a,) ( “j < itj). 
4.1. TX~OR~ME. I1 y a bquivalence entre: 
(i) II existe h, ,..., h, appartenant E R, avec: v(h,) = ,8i pour i = I,..., g, 
tels que si, pow tout a E M, on pose: 
Alors, bs ( yJasM foment we base du k[[x]]-iodize W. 
(ii) r est l&e. 
Preuve. Pour tout (y. E M, prenons un z, E k[[x]]. dlors si CL f 01’~ on a: 
v(xaya) f v(x,m,,) (2.1). 
(i) > (ii). Soit z E R. z = CaEM z,y, (xa E kf[x]]). La remarque prCcCdente 
montre qu’il existe 01 E M tel que: v(z) = v(z,yJ = v(zJ + zf=, LY& , avec 
ck!i < i;ii (i = l,...,g). 
C’est la dkfinition de T libre. 
(ii) 5 (i). Par dkfinition, il existe h, ,..., h, tels que: 
v(hJ = pi (i = 1 ii g). 
I1 est clair que les ClCments yai sont linkairement in&pendants sur k[[x]]. 
Notons E = CrrfM k[[x]] yol; c’est un module like de rang n, EC 
~~[~~~-rnodule R/E est de torsion, done il existe B E k[[x]] avec 561 C ip. 
Si x E R et si U(X) 2 sup v(y,), on a z E E. En effet on peut Ccrire: 
one: 0(9x) = v(0) + v(z) = inf,,, v(.zayol); d’oh, pour tout u c M: 
+%) - v(O) > v(x) - v(y,) 3 0. 
z,5-1 est done dans k[[x]] et z = CaeM (,z,BF)ya E E. Si z est un CICment 
arbitraire de R, d’aprks 2.2, on peut Ccrire: V(Z) = r,;=, fjflj avec Ej < nj polar 
toutj 2 I. Far conskquent v(z) = v(&y& avec [ = (tl ,..., 6,) E M. 
11 existe un scalaire E tel que v(x - G@Q~J > v(z). On peut done trouser, en 
continuant, un ClCtment z* de E tel que v(z - z*) soit arbitrairement grand, par 
exemple: u(z - z*) > SUP,,~ u(y& done z - z* E E, d’oi? z E E. 
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Pour un resultat comparable, voir f9, part. II& 
42, Soient: aa’,s’ (0 < j < i - 1 et i = l,..., g) des entiers natureis. On 
forme les polyn6mes: 
p, L==- x"" I_ $$%o . . . .gt,i-l 
z i 0 2-l (i = 1 hg) 
. ou n, ,. .., n, sont des entiers > 1. On Ctudie la courbe dans Cg+i donnee par: 
p1 = .** = P, = 0, respectivement l’anneau local B I’origine de cette courbe. On 
va resoudre le systeme: 
avec: 'y. = zzl -.. n, . 
11 est facile de voir que la solution est: y6 = eimn, (i > I) avec: 
la somme &ant &endue aux S = (; = ;r > ia > ... > iz = 0); et: 
On fait l’hypothese que la suite obtenue y. ,..., 3/s est strictement croissante. 
Posons: 
Alors on a le resultat: 
4.3. ~~PosIT~~N. 11 y Q ~~ivuZe~e mtre: 
(i) R est inGgf+e, 
(ii) ho ,-.., yg) = 1, 
(iii) R est l'anneau local d’une branche mono&ale. 
Sous ces conditions le semi-groupe associe est libre et a pour sysdme minimal 
de generateurs: y. ,..., 3/s. 
Preuve. On a les propri&tCs suivantes: 
(1) R est C[[xo]J-module libre de rang y. = nr=, na . 
(2) Posons R = C[[tYo,..., w]]. Alors: (e(a) designant la multiplicitb) 
e(B) = yo/(‘yo ,..., y,) et par suite: i? est un C[[a$j-module Iibre de rang 
Yo~(Yo ?.‘.I 2%). 
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(3) R est integre si et seulement si la surjection R -+ : Yi - t-f< est une 
bijection. 
(4 im plongement (R) = g + 1. 
(5) Pour une courbe monomiale la dimension de plongement = # du 
systeme minimal de generateurs du semi-groupe associe. 
La concbrsion resulte de ces 5 proprietes. Justifions les rapidement: 
(1) 11 est clair que les monomes x2 . . . ~2 avec 0 < hi < ?ri forment un 
systeme de generateurs. Supposons que: 
Ecrivons: A,(x,J = x,,oA,‘(x,) avec AA'(Q) non tous nuls. La suite: (xao, 
&ant reguliere, on obtient: 
F A&)x~ ... x2 = g Qi'Pi . 
Faisons: x0 = 0 on obtient: 
ce qui est absurde (A, < ai). 
(2) Rest&at classique (formuie de projection des rn~lt~~~icit~s~. 
(3) I1 est clair que: R integre implique R r 2 puisque dim R = dim 
(4) Supposorrs une relation 
goatx, E(X() ,...,Xg)2 +- (Pl ,...) P,) (amc ai E 
Faisons: x0 = ... = x,-~ = 0, il vient: a,x, = x,“(*) (car n, > I). D’oh: a, = 
On it&e. 
(5) Voir [13]. 
5. APPENDICE 
Ee r&&at classique est: 
Si une branche algebroide plane a pour exposants de Puiseux: (n, & ,~.., ,&I, 
l’exposant du conducteur c est: 
c = (n, - l)pB + ‘.. + (nr - l),& - (Tz - 1). 
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Preuve. On peut supposer que l’equation f(~, y) = 0 de la branche est 
donnee par un polynome en y, unitaire de degre n, a coefficients dans C[[X]]. 
Le resultat est une consequence immediate de la formule bien connue: 
c + n - 1 = zt&‘), qui relie differente et c, u &ant la valuation de C[[xll”]]. 
Soit y(&“) une representation parametrique de f(x, y) = 0. 
Considerons le systeme cyclique de series de Puiseux: 
yc(&“) = y(&+) 
On se ram&e a calculer: 
pour: E” = 1. 
v (gl [YW’“) - Y,Wl) = c;I 4IYwv - Y,(X1’“)l. 
Soit 5 une racine primite n-i&me de 1. 
Posons: 
y(&") = 1 q.xun 
i>o 
et 
y&l/") = c @i&lz. 
i>o 
II est facile de voir que si: 
alors : 
v[y(x”“) - y&‘l”)] = 18, .
Nous avons: 
Done: 
#(jjl <j<netjvCrifie(l)}=e,-,-ee,. 
Soit: 
D’oh le resultat. 
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